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Abstract

On d�emontre quelques propriet�es des quanti�cateurs faiblement
r�eductibles en g�en�eralisant notamment certains r�esultats de Keenan�
Un quanti�cateur Q de type � n � est faiblement r�eductible si et
seulement s�il existe une it�eration de n quanti�cateurs de type � � �
qui prend les m�emes valeurs que Q pour les relations�produits�

Various properties of weakly reducible quanti�ers are characterized�
some of which are generalisations of some results obtained by Keenan�
A quanti�er Q of type � n � is weakly reducible i	 there exists an
iteration of n type � � � quanti�ers which takes the same values as
Q on product�relations�

Suite �a la g�en�eralisation propos�ee par Mostowski ������ on consid�ere que
les quanti	cateurs �g�en�eralis�es� sont des relations entre des relations �sur
un univers donn�e M�
 En particulier un quanti	cateur de type � n �

est une fonction de l�ensemble des relations �a n places dans f�� 
g
 Par
exemple les propri�et�es de relations binaires telles que SYMETRIQUE ou
TRANSITIVE sont des quanti	cateurs de type � � �
 La classe des quan�
ti	cateurs de type � n � contient des quanti	cateurs r�eductibles� c�est��a�dire
ceux qui sont �equivalents �a une it�eration� au sens pr�ecis� de n quanti	cateurs
de type � 
 �


Soit Rn la classe des relations n�aires
 Pour d�e	nir l�it�eration des quanti	�
cateurs on �etend le domaine d�application des quanti	cateurs de type � 
 ��
ce sont alors des applications de Rn�� dans Rn d�e	nies comme�

D
� F est une fonction de type � 
 � si et seulement si�
�i� le domaine de F �

S
n��Rn��� l�image de F �

S
n��Rn

�ii� pour tout n � �� et pour tout R � Rn���
F �R� � f� a�� � � � � an �� Ffb �� a�� � � � � an� b �� Rg � 
g






La d�e	nition suivante pr�ecise la notion de r�eductibilit�e d�une fonction
�d�un quanti	cateur� de type � n ��

D�� La fonction F de Rn dans f�� 
g est r�eductible si et seulement s�il existe
n fonctions h�� � � � hn de type � 
 � telles que F � h� � � � � � hn

Notons l�observation suivante �cf
 �
��
 Appelons la fonction F de type
� n � positive si F ��� � �
 Par d�e	nition F� est la fonction qui �a chaque
R associe F �R�� �o�u R� est le compl�ementaire de R� et �F est la fonction
qui �a chaque R associe F �R��
 On a l��egalit�e suivante pour tout f et g de
type � 
 �� f � g�R� � f� � �g�R�
 Etant donn�e que soit g soit �g est
positif� il s�ensuit que dans la d�e	nition D� on peut remplacer� sans perte de
g�en�eralit�e� toute fonction hi� pour i � �� par une fonction positive


Des fonctions r�eductibles et des it�erations sont �etudi�ees dans �
� et ���

L�article de Keenan donne plusieurs exemples de fonctions non�r�eductibles

Il s�av�ere que leurs propri�et�es sont essentiellement li�ees aux types de relations
qu�elles prennent comme arguments� leurs comportement est determin�e par
les arguments qui sont des relations�produits
 Une relation n�aire R est
une relation�produit� R � PROD�n�� si et seulement si R est de la forme
P��� � � � ��Pn� pour Pi �M 
 La proposition suivante est alors vraie �cf
 �
���

Proposition 
� Soit F et G des fonctions de type � n � r�eductibles
 Si
F �R� � G�R� pour tout R � PROD�n� alors F �R� � G�R� pour tout
R � Rn


La proposition 
 permet de tester la non�r�eductibilit�e de certaines fonc�
tions
 Consid�erons la fonction correspondant �a la propri�et�e TRANSITIVE

Puisque toute relation�produit binaire est transitive� nous avons 
 � h�R� �
TRANSITIVE�R�� pour toute relation R � PROD��� �o�u 
 est la fonction
de type � 
 � qui donne la valeur 
 pour tout argument et h est une fonc�
tion positive arbitraire de type � 
 ��
 Etant donn�e que cette �egalit�e n�est
pas valable pour tout R� TRANSITIVE n�est pas r�eductible
 Cependant
cette fonction est di��erente de ASYMETRIQUE par exemple� car pour
cette derni�ere� il est impossible� comme nous verrons� de trouver une fonc�
tion r�eductible qui prendrait les m�emes valeurs que ASYMETRIQUE sur
les relations�produits
 Une caract�erisation de cette di��erence est l�objet de
cette note


Soit la d�e	nition suivante�

D�� La fonction F de type � n � est faiblement r�eductible si et seule�

�



ment s�il existe une fonction G r�eductible telle que F �R� � G�R� pour tout
R � PROD�n�

Une fonction qui n�est pas faiblement r�eductible est fortement irr�eductible


Une condition n�ecessaire et su�sante pour qu�une fonction soit faiblement
r�eductible s�obtient en utilisant la condition analogue pour la r�eductibilit�e en
g�en�eral propos�ee dans �
�
 Soit la d�e	nition suivante�

D�� Soit h�� � � � � hn une s�equence de n� 
 fonctions positives du type � 
 �
et F une fonction du type � n �
 Nous dirons que cette s�equence a�ne F si
et seulement si pour toute relation R� toute relation S si h��� � � � � �hn�R� �
h��� � � � � �hn�S� alors F �R� � F �S�


En g�en�eralisant un r�esultat de Keenan ��
�� concernant les fonctions du
type � � � uniquement� on obtient ais�ement�

Proposition �� La fonction F du type � n � est r�eductible si et seulement
s�il existe une s�equence h�� � � � � hn de fonctions positives du type � 
 � qui
a�ne F

Pour �etendre ce r�esultat aux fonctions faiblement r�eductibles� il faut restrein�
dre la notion d�a�nement aux relations�produits�

D�� Soit h�� � � � � hn une s�equence de n�
 fonctions positives de type � 
 � et
F une fonction du type � n �
 Nous dirons que cette s�equence a�ne F rela�
tivement aux relations�produits si et seulement si pour tousR�S � PROD�n�
si h��� � � � � �hn�R� � h��� � � � � �hn�S� alors F �R� � F �S�

La suite h��� � � � � �hn sera not�ee par hn�� et la suite Q�� � � ��Qn par Qn��


A partir de la d�e	nition D
 on obtient le lemme suivant�

Lemme � Soit hi �� 	 i 	 n� des fonctions positives de type � 
 � et
P�Qi �M 
 Si� pour tout i �� 	 i 	 n�� hi�Qi� � 
 alors hn���P�Qn��� � P

et s�il existe un i tel que hi�Qi� � �� alors hn���P �Qn��� � �

Ce lemme et la d�e	nition D� permettent de prouver�

Proposition �� La fonction F de type � n � est faiblement r�eductible si et
seulement s�il existe une s�equence h�� � � � � hn de fonctions positives de type
� 
 � qui a�ne F relativement aux relations�produits


�



D�emonstration�
�i� Condition su�sante� Supposons que F de type � n � soit faiblement
r�eductible
 Cela veut dire que F �R� � h��hn���R� pour tout R � PROD�n�

Soit S � PROD�n� et hn���R� � hn���S�
 Alors F �R� � h� � hn���R� �
h���hn����R�� � h���hn����S�� � F �S�

�ii� Condition n�ecessaire� Supposons que hn�� a�ne F 
 Associons �a hn��

une fonction ghn�� de type � 
 � d�e	nie comme suit� ghn���P � � 
 si et
seulement s�il existe S � PROD�n� tel que F �S� � 
 et hn���S� � P 

Alors pour R � PROD�n�� ghn���h

n���R�� � 
 si et seulement s�il existe
S � PROD�n� tel que F �S� � 
 et hn���S� � hn���R�
 Par cons�equent�
�etant donn�e que hn�� a�ne F cela veut dire que ghn�� � h

n���R� � 
 si et
seulement si F �R� � 
 et donc F est faiblement r�eductible


En consid�erant en d�etail les relations�produits qui donnent lieu �a l�a�nement
d�une fonction faiblement r�eductible et les fonctions qui ne peuvent pas �etre
a�n�ees on peut formuler une condition �equivalante �a la condition d�a�nement

Soit la d�e	nition�

D �� La fonction F de type � n � est constante relativement �a la suite Qn��

si et seulement si pour tout P� et P� on a F �P� �Qn��� � F �P� �Qn���


Avec cette d�e	nition on prouve la proposition suivante�

Proposition �� La fonction F de type � n � est faiblement r�eductible si et
seulement si on a F �P � P n��� � F �P � Qn��� pour tout P et pour toutes
suites P n�� et Qn�� relativement auxquelles F n�est pas constante


D�emonstration�
�i� Condition su�sante� Supposons a contrario que pour un P et deux suites
P n�� et Qn�� pour lesquelles F n�est pas constante� on ait F �P � P n��� 
�
F �P � Qn���
 Cela veut dire d�apr�es la proposition �� �etant donn�e que F
est faiblement r�eductible� qu�il existe une suite hn�� qui a�ne F et telle
que hn���P � P n��� 
� hn���P �Qn���
 Cette in�egalit�e implique� d�apr�es le
lemme� qu�il existe un i� � 	 i 	 n� tel que soit hi�Pi� � � soit hi�Qi� � �

Mais dans ce cas F serait constante relativement �a P n�� ou �a Qn��
 Contra�
dition
�ii� Condition n�ecessaire� Si F est constante relativement �a toutes les suites
alors F prend la m�eme valeur pour toutes les relations�produits et donc F � en
vertu de la proposition 
� est faiblement r�eductible
 Pour consid�erer d�autres
cas d�e	nissons pour � 	 i 	 n et tout Q �M les fonctions hi du type � 
 �
de la fa�con suivante� hi�Q� � 
 si et seulement s�il existe une suite Qn�� telle

�



que F n�est pas constante relativement �a Qn�� et Q � Qi
 Nous allons mon�
trer que la suite hn�� � h��� � ��hn form�ee de hi ainsi d�e	nis� a�ne F relative�
ment aux relations�produits
 Supposons donc que pour P�� P�� P n�� et Qn��

arbitraires nous ayons l��egalit�e �e�� � hn���P� �P n��� � hn���P� �Qn���
 Il
faut d�emontrer l��egalit�e �e��� F �P� � P n��� � F �P� � Qn���
 Consid�erons
trois cas


er cas� F est constante relativement �a P n�� et �a Qn��
 Dans ce cas �e�� est
trivialement vraie

��eme cas� F n�est constante ni relativement �a P n�� ni relativement �a Qn��

Dans ce cas l��egalit�e �e�� et le lemme impliquent que P� � P� ce qui entra��ne�
avec l�hypoth�ese de la proposition� l��egalit�e �e��

��eme cas� F n�est pas constante relativement �a P n�� et est constante rela�
tivement �a Qn��
 Dans ce cas l��egalit�e �e�� et le lemme impliquent que P� � �
ce qui assure la validit�e de �e��


La proposition � donne le corollaire suivant�

Corollaire� La fonction F de type � n � est fortement irr�eductible si et
seulement s�il existe P�P�� P�� P�� P� et P n��� Qn�� tels que F �P� � P n��� 
�
F �P��P n���� F �P��Qn��� 
� F �P��Qn��� et F �P�P n��� 
� F �P�Qn���


Exemples� Nous avons vu que l�ensemble des relations transitives con�
stitue une fonction de type � � � qui est faiblement r�eductible
 En re�
vanche� on montre ais�ement avec l�aide du corollaire que l�ensemble des re�
lations asym�etriques ou l�ensemble des relations sym�etriques constituent des
fonctions de type � � � qui sont fortement irr�eductibles

Comme autre exemple consid�erons les fonctions F n telles que pour R � Rn�
F n�R� � 
 si et seulement si R contient exactement k �k 	 card�M�� n�
uplets r�e�exifs �le n�uplet � x�� � � � � xn � est r�e�exif si et seulement si pour
tout 
 	 i 	 n et 
 	 j 	 n� xi � xj�
 Toute fonction F n ainsi d�e	nie est
fortement irr�eductible
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